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SIMULACION NUMERICA SE SISTEMAS TIPO KELLER-SEGEL PARA EL
MODELADO DEL PROCESO DE QUIMIOTAXIS

1 Planteamientodel problemay de la pregunta de inves-
tigacion

El eje central del proyecto es analizar distintos modelos matematicos y desarrollar simu-
laciones numeéricas para el caso bidimensional, de sistemas de EDP parabdlicas del tipo
Keller-Segel [4], que en su caso mas basico consisten en calcular u y v (densidad de la
célula (u organismo) y la concentracion de la sefial quimica en un dominio dado Q c R?,
respectivamente), de forma tal que satisfacen

Ou=Au—V-(xuVv), enQx(0,7),x>0
70w =Vv—v+u

donde los términos Au y Av define la difusividad de las células y de las sustancias quimi-
cas respectivamente y el término no-lineal yuVv modela el movimiento celular hacia
gradientes de concentraciones especificos.

Este sistema permite modelar el fendmeno de la quimiotaxis, el cual es el movimiento
de organismos en respuesta a una fuente de nutrientes o gradientes quimicos. Para
la implementacion se utilizara -en la discretizacion espacial- el método de elementos
finitos (FEM) y el método de elementos finitos de particulas (PFEM) y -en la discretizacion
temporal- el método de Galerkin discontinuo de paso en el tiempo (DCMt).

Los distintos modelos matematicos que describen el fendmeno de la quimiotaxis se
caracterizan por ser sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no-lineales depen-
dientes del tiempo cuyo fin es el calculo de |la densidad celular y la concentracion de
la sustancia quimica (producida o administrada) en cada momento. Se destaca que las
simulaciones de este fendmeno en su gran mayoria abordan el caso unidimensional, y
en los trabajos que consideran el caso bidimensional, el tratamiento de la variable tem-
poral se realiza mediante métodos explicitos/implicitos de baja convergencia del error.
En el proyecto se desea resolver el problema bidimensional, mejorando el tratamiento
en la discretizacion de la variable temporal mediante DCMt, obteniendo sistemas com-
pletamente discretizados a los cuales se les puede aplicar novedosas técnicas asociadas
al método de elementos finitos.

El proyecto tambien aborda el estudio de sistemas Keller-Segel-Stokes (Keller-Segel-
Navier-Stokes) los cuales acoplan el sistema clasico de Keller-Segel y el sistema de Stokes
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(Navier-Stokes)

ou+w-Vu=Au—V-(xuVov), enQx(0,7),x>0
TOv+w-Vo=Av—v+u
w; + Vp=Aw +uVo
V-w=0

donde w, p, ¢, w- Vu, w- Vu y uV¢ representan la velocidad del fluido, la presion del
fluido, el potencial del campo gravitacional, el transporte de las células , el transporte
del quimioatrayente y la fuerza externa ejercida sobre el fluido por las células, respecti-
vamente.

La razones de sistemas como el descrito anteriormente es que es comun encontrar
en la naturaleza, células en fluidos viscosos, donde el impacto mutuo de la interaccion
entre las células y los fluidos puede ser significativo. Por ejemplo, Tuval et al. [10] obser-
varon para bacterias del tipo Bacillus subtilis en un ambiente acuoso, que ademas de la
difusion aleatoria, las células y los sustratos quimicos también son transportados a travées
del fluido y el movimiento del fluido esta influenciado por el forzamiento gravitacional
generado por la agregacion de células.

2 Estado del Arte

La movilidad celular es esencial para que varios tipos de células lleven a cabo sus fun-
ciones bioldgicas. Muchas células pueden detectar gradiente de concentracion de senales
guimicas especificas en sus entornos y migrar en consecuencia. Este movimiento celular
dirigido tendiente a encontrar un mejor entorno se llama quimiotaxis, la cual puede ser
positiva (presencia de quimioatractantes) o negativa (presencia de quimiorepelentes).
Los primeros modelos matematicos se basaron en el trabajo de J. Adler [1], quién doc-
umento como las bacterias Escherichia coli presentan un comportamiento quimiotac-
tico ya que perciben las moléculas sin importarlas o metabolizarlas. Sin embargo Keller
y Segel propusieron un modelo matematico general a dicho fendmeno (ver [4]), en el
cual se considera el coeficiente quimiotactico proporcional a la derivada del coeficiente
difusivo. Murray en [7} 8] propuso un modelo similar, salvo el hecho de que omitio és-
tas relaciones entre los coeficientes considerando el coeficiente de difusion constante,
siendo éste modelo uno de los mas utilizados y analizados en la literatura. Sin embargo,
en la Ultima década, distintos trabajos regresaron al modelo inicial de Keller-Segel (para
una clara de revision del tema ver [2 4] y sus referencias), surgiendo otros modelos, con
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nuevas consideraciones. En procesos bioldgicos, las células interactuan frente a senales
guimicas atractivas y repulsivas al mismo tiempo, produciendo complejos patrones bi-
ologicos. En [6] se presentd un modelo de atraccion-repulsion de la quimiotaxis para la
descripcion del conjunto de las células en el sistema nervioso central en el Alzheimer.
Recientemente en [5] se analizo tedricamente la existencia y unicidad de la solucion
débil usando un término no-lineal de difusion. En cuanto a trabajos que aborden solu-
ciones numeéricas, recientemente en [9] se presentd un método de elementos finitos
usando un método adaptativo de mallas usando métodos implicitos/explicitos para la
discretizacion de la variable temporal, mientras que en [3] se utilizd un esquema de
punto fijo explicito en el tiempo para el manejo de la no-linealidad del problema. En el
proyecto, se desea orientar la investigacion en el mejoramiento de la técnicas computa-
cionales recientemente propuestas, analizando el particular el modelo dependiente del
tiempo estudiado en [5] hasta ahora no analizado desde el punto de vista numeérico.

3 Objetivos

3.1 General

Analizar e implementar un esquema numeérico de sistemas quimiotacticos modelados
por ecuaciones de Keller-Segel en el caso bidimensional .

3.2 Especificos

1. Deducir e implementar numéricamente un esquema completamente discreto (en
tiempo y espacio) que permita aproximar la densidad de células y la concentracion
de sustancias quimicas de un modelo de Keller-Segel mediante el método de el-
ementos finitos(FEM) y el método de Galerkin discontinuo de paso en el tiempo
(DGMt).

2. Deducir e implementar numéricamente un esquema completamente discreto (en
tiempo y espacio) para aproximar la densidad de células y la concentracion de sus-
tancias quimicas de un modelo de Keller-Segel mediante el método de elementos
finitos de particulas (PFEM) y el método de Galerkin discontinuo de paso en el
tiempo (DGMt).

3. Analizar (tedricamente) un modelo Keller-Segel-(Navier-)Stokes para la quimiotaxis,
para encontrar la densidad de células, la concentracion de sustancias quimicas,
velocidad del fluido y la presion.
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4.

Obtener e implementar numeéricamente un esquema completamente discreto (en
tiempo y espacio) para aproximar la densidad de células, la concentracion de sus-
tancias quimicas de quimiotaxis y velocidad del fluido usando FEM y DGMt.
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