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Ejemplo prototipico: La ecuacion
de Korteweg-de Vries






La expresién matematica de la ecuacidén de Korteweg-de Vries es



La expresién matematica de la ecuacidén de Korteweg-de Vries es

4uy — OUU — Uy = 0|




La expresién matematica de la ecuacidén de Korteweg-de Vries es

4uy — OUU — Uy = 0|

donde

x coordenada espacial
t coordenada temporal
u=u(x,t) funcién real

ou ou ABu
Ut:a7 Ux:av Uxxx:%



Leyes de conservacion



Leyes de conservacion

Definicion

Una ley de conservacion para una ecuacién de evolucion
ur = U, Ug, Uy, - - )

es una relaciéon de la forma

oT 0X
ot Ox
donde

T = T(u, Uy, Usx, ... ) “densidad”
X = X(u, ux, Uxy,...) “flujo”






Observacion



Observacion
Si X — 0 cuando |x| — o

i </ de) =0 o) / T dx = const.
dt \J_ —00






Tres leyes de conservacion para la ecuacion de Korteweg-de Vries son:



Tres leyes de conservacion para la ecuacién de Korteweg-de Vries son:

5 o .
a(4u) + 5(73u — Uy) =0
%(4u2) + 6% (—4u® —2uuy 4+ u2) =0

0 3 5 0
En (8u 74ux) = EM

(79[/4 _ 6U2Uxx — 12UU)2( -+ 2Uxu><x - u)2<x) =0







Comentario



Comentario
Mediante el reemplazo u = ¢y, la ecuacién de Korteweg-de Vries se obtiene
a partir de un principio variacional con densidad Lagrangiana:

_1 13 1,
"g’ﬂ_ 2¢X¢t 4¢x+8¢xx



Comentario
Mediante el reemplazo u = ¢y, la ecuacién de Korteweg-de Vries se obtiene
a partir de un principio variacional con densidad Lagrangiana:

_1 13 1,
"g/ﬂ_ 2¢X¢t 4¢x+8¢xx

Las tres leyes de conservaciéon anteriores corresponden a una aplicacién
directa del teorema de Noether:

¢ — ¢+ c = conservacién de la masa
X —x+c = conservaciéon del momentum

t—t+c = conservacidn de la energia






Acotacion esencial

La ecuacion de Korteweg-de Vries posee un nidmero infinito de leyes de
conservacion.



La representacion de Lax



La representacion de Lax

En 1968, Peter Lax observé que la ecuacion de Korteweg-de Vries se puede
escribir en la forma:

oL
E_[PvL]



La representacion de Lax

En 1968, Peter Lax observé que la ecuacion de Korteweg-de Vries se puede
escribir en la forma:

oL
— =[P, L
at [7]
donde
2
L=—
8x2+u
P—i3+§ 24_%@
T ox3 2u6‘x 4 Ox

[P, L] = conmutador en el dlgebra de operadores diferenciales



Preliminares algebraicos



Operadores diferenciales



Operadores diferenciales

Definicién
Sea A = CJx, t] el algebra de series de potencias y sea 0 = 9/0x. El

dlgebra de operadores diferenciales A[0] consiste de todas las expresiones
de la forma

Zm: a,-@i (a,- S A)
i=0

La regla para multiplicar elementos de A[J] esta dada por

0a = ad + 0(a)



Operadores pseudo-diferenciales
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Operadores pseudo-diferenciales

Definicién
El dlgebra de operadores pseudo-diferenciales A(O~1)) consiste de todas

las expresiones de la forma

m

Y a0 (ai€A)

i=—o00

La regla para multiplicar elementos de A((0~!)) esta dada por

oo

0ta=) (~1)d'(a)o

i=0

Si am, # 0 entonces m es llamado el orden de P.
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Nota
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Nota

Simbdlicamente, la relacién anterior se puede justificar como sigue:
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Nota

Simbdlicamente, la relacidon anterior se puede justificar como sigue
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SiP=3" _a0d,Q=>"__ bd € A(07") entonces:

12



SiP=Y"__ad, Q=] __ bd#eA(d") entonces:

k—i

s i [Ek:Z( )am 0" (bn- )} ok

i=0 j=0

[PvQ]:PQ_QP
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SiP=3" _a0d,Q=>"__ bd € A(07") entonces:

(km )am Jak I—_[(b ):| am+n—k

k  k—i
k=0 | i=0 j=0

ho z[

[P.Q] = PQ - QP

Notacién: Si P =" __ a,0' € A(071)

PJr = i a,-@i
i=0
= Z a,-ai

i<0

I=—00
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Raices
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REES

Proposicion
Sea L un operador diferencial de orden n de la forma

L=0"4uy 20" 2+ -+ md+ up

Entonces, en el dlgebra A(0~1)), L posee una tnica raiz n-ésima de la
forma

LMr=Q :a+§:q,-a-"

i=1

donde los coeficientes q; son ciertos polinomios diferenciales de
coeficientes constantes en los u;.
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REES

Proposicion
Sea L un operador diferencial de orden n de la forma

L=0"4uy 20" 2+ -+ md+ up

Entonces, en el dlgebra A(0~1)), L posee una tnica raiz n-ésima de la
forma

oo
M"=Q=0+> qo’
i=1
donde los coeficientes q; son ciertos polinomios diferenciales de
coeficientes constantes en los u;.
Notacién: Para cualquier r € N

Lr/n _ (Ll/n)r

13
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Ejemplo

14



Ejemplo
Examinemos el caso n = 2:
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Ejemplo
Examinemos el caso n = 2:

L=0°+u

14



Ejemplo
Examinemos el caso n = 2:

L=8>+u

Debemos hallar Q tal que Q% = L.
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Ejemplo
Examinemos el caso n = 2:

L=8>+u

Debemos hallar @ tal que Q% = L. Calculando:

Q= +2q+ 202+ 9(q1))0 " + (2g3 + I(q2) + ¢1)0 > + - -
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Ejemplo
Examinemos el caso n = 2:

L=8>+u

Debemos hallar @ tal que Q% = L. Calculando:

Q= +2q+ 202+ 9(q1))0 " + (2g3 + I(q2) + ¢1)0 > + - -

Luego:
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Ejemplo
Examinemos el caso n = 2:

L=8>+u

Debemos hallar @ tal que Q% = L. Calculando:

Q= +2q+ 202+ 9(q1))0 " + (2g3 + I(q2) + ¢1)0 > + - -

Luego:
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La jerarquia generalizada de
Korteweg-de Vries




La n-ésima jerarquia de Korteweg-de Vries
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La n-ésima jerarquia de Korteweg-de Vries

Definicién

La jerarquia de Korteweg-de Vries consiste de todas las ecuaciones de
evolucién para n — 1 funciones ug,...,u,—» € A = C[x,t] que pueden
escribirse en la forma:

oL r/n
E:[LJr/ 7L]

donde L es el operador diferencial de orden n dado por

L:8”+u,,,28”_2+~--+u18+u0

15
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Observacion

16



Observacion
La jerarquia de Korteweg-de Vries es equivalente al sistema de ecuaciones
de evolucién

8u,~

ot

donde los f; son polinomios diferenciales de los u;.
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Ejemplos
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Ejemplos
Para n = 2 se tiene

L=03*+u
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Ejemplos
Para n = 2 se tiene

L=03*+u

Si hacemos r = 3, entonces:

oL

50 =150

< Aduy = 6UUy + Ug

(ecuacién de Korteweg-de Vries)
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Ejemplos
Para n = 2 se tiene

L=03*+u

Si hacemos r = 3, entonces:

oL

9 = [Li/z, L] <= 4us = 6uuy + Uy

(ecuacién de Korteweg-de Vries)
Para n = 3 se tiene

L= +ud+v
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Ejemplos
Para n = 2 se tiene

L=03*+u

Si hacemos r = 3, entonces:

oL

9 = [Li/z, L] <= 4us = 6uuy + Uy

(ecuacién de Korteweg-de Vries)
Para n = 3 se tiene
L= +ud+v

Si hacemos r = 2, entonces:

oL
5 = (23 1] <= 3Buw = —4(ut)x — oo

(ecuacién de Boussinesq)
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Leyes de conservac
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Leyes de conservacion

Notacién: Si P =37 __ 30" € A(07Y)

i=—o00

resP =a_;
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Leyes de conservacion

Notacién: Si P =37 __ 30" € A(07Y)

i=—o00

resP =a_;

Teorema

Para cualquier r € N, res L'/" es la densidad de una ley de conservacidn
para la jerarquia de Korteweg-de Vries.
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Leyes de conservacion

Notacién: Si P =37 __ 30" € A(07Y)

i=—o00

resP =a_;

Teorema

Para cualquier r € N, res L'/" es la densidad de una ley de conservacidn
para la jerarquia de Korteweg-de Vries.

Observacion
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Leyes de conservacion

Notacién: Si P =37 __ 30" € A(07Y)

i=—o00

resP =a_;

Teorema

Para cualquier r € N, res L'/" es la densidad de una ley de conservacidn

para la jerarquia de Korteweg-de Vries.

Observacion
Leyes de conservacién no triviales corresponden a r's que no son mdltiplos

enteros de n.

18
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Ejemplos

19



Ejemplos
Sea n = 2 de modo que

L=0*+u
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Ejemplos
Sea n = 2 de modo que

L=0*+u
Entonces:
res [1/2 = %u
res 13/2 = %(?)u2 + Usy)
res [%/2 = 31—2(10u3 = 5u§ + 10( Uty )x + Usxxx)
res L7/? = 518(35[14 + T0uu? + 7002 Uy + 2102,

+ 28UX Uxx + 14UUXXXX + UXXXXXX)
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La jerarquia de
Kadomtsev-Petviashvilii




La ecuacion de Kadomtsev-Petviashvilii
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La ecuacion de Kadomtsev-Petviash

En 1970, la naturaleza sugiere un andlago dos dimensional de la ecuacién

de Korteweg-de Vries, que se conoce hoy en dia como la ecuacién de
Kadomtsev-Petviashuvilii:

20



La ecuacion de Kadomtsev-Petviashvilii

En 1970, la naturaleza sugiere un andlago dos dimensional de la ecuacién
de Korteweg-de Vries, que se conoce hoy en dia como la ecuacién de
Kadomtsev-Petviashuvilii:

Ox

3Uyy = (4ut - 6UUX - uxxx)

donde

u=u(x,y,t) funcién real

20



La jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii
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La jerarquia de Kadomtsev-Petviashuvilii

Definicion
La jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii consiste de todas las ecuaciones
de evoluciéon que pueden escribirse en la forma:

0Q
o -l

donde @ es el operador pseudo-diferencial de orden 1 dado por

Q:8+Zq;8"

i=1
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Observacion
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Observacion
La jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii es equivalente al sistema de ecua-
ciones de evolucién

9qi _r

ot

donde los f; son polinomios diferenciales de los g;.

22



Observacion
La jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii es equivalente al sistema de ecua-
ciones de evolucién

9qi _r

ot

donde los f; son polinomios diferenciales de los g;.

Proposicién

La asignacion L — ['/" = Q establece una correspondencia biunivoca
entre las soluciones de la jerarquia de Korteweg-de Vries y las soluciones
Q de la jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii tales que Q" es un operador
diferencial.
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Nota
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Nota
Es habitual, y algunas veces esencial, considerar todas las ecuaciones
que constituyen la jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii en forma unifi-

cada.
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Nota

Es habitual, y algunas veces esencial, considerar todas las ecuaciones
que constituyen la jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii en forma unifi-
cada. Para ello, se introduce un numero infinito de coordenadas “tem-
porales” independientes t,, t3,t4... y se trabaja con operadores pseudo-
diferenciales con coeficientes en el dlgebra de series de potencia formales
A =C[x, ty, t3, ts,...] en lugar de A = C[x, t].
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Nota

Es habitual, y algunas veces esencial, considerar todas las ecuaciones
que constituyen la jerarquia de Kadomtsev-Petviashvilii en forma unifi-
cada. Para ello, se introduce un numero infinito de coordenadas “tem-
porales” independientes t,, t3,t4... y se trabaja con operadores pseudo-
diferenciales con coeficientes en el dlgebra de series de potencia formales
A = C[x, ta, t3, ts,...] en lugar de A = C[x, t]. La jerarquia de Kadomtsev-
Petviashvilii se escribe entonces como:

0Q .,
o [QLQ (r=2)
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Ejemplo
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Ejemplo

Si hacemos r = 2, entonces:

R

= 0*(q1) +20(q2)

B2 _ (o) +20(3) + 210(q1)

24



Ejemplo
Si hacemos r = 2, entonces:

oQ

_ 2
871“2 - [Q+’Q] =

Si hacemos r = 3, entonces:

dq1

iy Q3. Q] = {31‘3

ot

oq1 2
e 2
ot 0°(q1) +20(q2)

0
e = (@) +20(a) + 20:0(cr)

= 8*(q1) +39%(q2) +39(g3) + 6q19(q1)
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Ejemplo
Si hacemos r = 2, entonces:

0
ST _ 2(qr) + 20(q)

0Q (o o3
ot [Q1, Q] = 675 = 9*(q2) +20(as) + 2q19(q1)

Si hacemos r = 3, entonces:

g
Q. S = 53(q1) +30%(0) + 30(as) + 6019(n)
—— = [QJr7 Q] — otz
ot3
Haciendo u = —2q;, tp = y, t3 = t y eliminando g y g3 se obtiene la

ecuacion de Kadomtsev-Petviashuvilii.
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Conexion con la geometria
algebraica




El problema de Schottky
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El problema de Schottky

Ingredientes:
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El problema de Schottky

Ingredientes:

e Espacio de Siegel:
F#, = {7 € Matz«z(C) | 7" =7, Im7T > 0}
e Variedad abeliana correspondiente a 7 € 7,:
X, =C8/(Z8 + 7Z8)
e Funcion teta de Riemann para X :

0(z;T) = Z exp (2min‘z + min‘rn)
neZe
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Problema de Schottky

Caracterizar todas las matrices T € %, cuya variedad abeliana asociada
X corresponde a la variedad jacobiana de una superficie de Riemann de
género g.
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Teorema de Shiota
Para T € 7, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X- es isomorfa a la variedad jacobiana de una superficie de Riemann
de género g.

(2) Existen vectores U,V,W € C&, U £ 0, y una constante up, tales que
para cualquier z € C&

2

u(x,y,t) = up + 286 logf(xU + yV + tW + z; )

%2

satisface la ecuacion de Kadomtsev-Petviashvilii.
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La conjetura de Witten
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La conjetura de Witten

Ingredientes:
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La conjetura de Witten

Ingredientes:

Mg n = compactificacién del espacio moduli de superficies de
Riemann de género g con n puntos marcados
&£; = haz de lineas sobre [l , cuya fibra en (X, xi,...,X,)
es T ¥

28
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Conjetura de Witten

Sea
n
Flioti..)= 3 2 i z (/ A (&)
g,n=1 (e Mg,n =1
Entonces
O*F
U(l’07f17...):7(f071.'1,...
o2

satisface la ecuacion de Korteweg-de Vries

4@ 6u@ + @
ot oty ot}

ty - ta,
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